CHAPITRE 7: UTILISATION DE
MAPLE EN ANALYSE

FONCTIONS NUMERIQUES :

' Domaine de définition: la fonctionsingular permet de déterminer les singularités de certaines
fonctions:

> restart;
singular(tan(x));

1
{x:_Zl~n+£n}

| Continuité: la fonctioniscontpermet de déterminer la continuité de certainaestfons.
closedsignifie que l'intervalle est fermé.MAPLE travailbar défaut sur des intervalles ouverts.

> iscont(tan(x),x=-Pi/2..Pi/2,closed);

L false
[ > iscont(tan(x),x=-Pi/2..Pi/2);

true

| Image d'une réunion d'intervalles fermés, avec la fonctiomvalr :
> evalr((x->x"2)(INTERVAL(-1..-0.5)));

INTERVAL (0.25.. 1)

| Extrema d'une fonction, avec les fonctionsinimize et maximize
[ > minimize(x"2+x-3),maximize(-x"4+x"2+1);

135

44

' Fonctions définies par intervalles:

La fonction piecewisgermet de définir une fonction a partir de condisisur différents
| intervalles: piecewisécondl,f1, cond2,f2, ..., condN,fN, f_autrement)

[ > f.=piecewise(x<0,exp(x),x<=4,x/4+1,2);

e x<0
1
fi={—x+1 X< 4
4
2 otherwise

> plot(f(x),x=-4..8);




15

' Limites: avec la fonctionlimit(expr, x=a , option) option= left , right .

> limit(sin(x)/x,x=0);

"> limit(1/x*3,x=0);
| undefined
| Utilisation de la forme inerte Limit :
[ > Limit(1/x"3,x=0,right) = limit(1/x"3,x=0,right);
) 1
im —=w

3
X0+ X

| Etude locale: avectaylor(expr , x=a , n)pour les développements limités ou de Taylor,
series(expr , x=a , npu asympt(expr , X , npour des développements asymptotiques plus
généraux. L'ordre est facultatif et vaut 6 par défaut .

> taylor(sin(x),x); # a=0 par défaut
1 1
X ==X+ =%+ O(x°)
6 120

> taylor(x"2/(x"2+1),x=infinity,10);

> series(exp(x)/x,x,9); # a=0 par défaut

L, 1 1, 1, 1, 1 . 1 , 1
XT+1+=x+-+— X +— X +—x+ X8 +
2 6 24 120 720 5040 40320

> asympt(In(x+1/x),x,7); # toujours en plus l'infini

X"+ 0(x%)

1
In(x) + L + 3 +O( 1)
n(x)+—--—+—% —
L X X' x° X'
[ > asympt(Sum(1/k,k=1..n)-In(n),n,10); # la constante d'Euler

gamma




1 1 1
3228701+g ii+120 1i+240 oi
55440 (1) n 12p> n* 2525 p® n*°

> evalf(gamma);

0.5772156649

| leadtermdonne le terme principal d'une série:

[ > series(leadterm(sin(x*3)/(2*x)),x=0);
1
= XZ
L 2
. Conversion en polynéme de Taylor:
[ > P:=convert(taylor(exp(x),x=0,5),polynom);
1 1 1
Pi=1+x+=xX+-xX+—x'
L 2 6 24

| Dérivation:
Pour dériver une fonction , utilisdiff(expr,v1,v2,...,vn)yui calcule la dérivée partielle é&pr
par rapport aux variabled ,v2,...,vn

> Diff(x/(x"2+y"2),x,y)=diff(x/(x"2+y"2),x,y); # €éq uivaut a
Diff(x/(x"2+y"2),x,y): % = value(%);

62( X j__z y N 8x2y
WOV (2ay?) (Ray?)

' Noter I'absence de parenthéses dans I'écritureetinigr membre .
On peut utiliser I'opératedpour éviter de répéter plusieurs fois une variable

> Diff(x/(x"2+y"2),x$2,y) : % = value(%);
o° ( X j

=24 3 4

WOCX+Y ) (eayy  (Cay))

| Opérateur différentiel DD(f) retourne la fonction dérivée premierefde
Fonctions dérivées premiére et seconde:

Xy 48x3y

> D(sin),(D@@2)(sin);
cos —sin
> D(x->x*sin(x)-x);
X - sin(x) + xcogx) - 1
> f:1=(X,y,2)->X"2-3*x*y*z+z"\4,;
L f:=(x,y,z)_>x2—3xyz+z4
. fonction dérivée par rapportay, etz respectivement :
> D[1](f);DI2](f);DI3](f);
(X, y,2 - 2x-3yz




(X, y,2 - -3x2z

Xy 2 - —3xy+4z3

t DIi,j](f) équivaut a D[i](D[j](f)) :
[ > D[1,2](f);

(X, y,2 - -3z

[ SUITES ET SERIES:

Suites définies par des sommes ou des produits:

> Sum(k”2,k=1..n) : % = factor(value(%));

Zkzzén(n+l) (2n+1)

L k=1

[ > Product(k/(k+1),k=1..n) : % = simplify(value(%));
Ill k 1
(o1 K1 n+1

ﬁ Développement asymptotique de la somme partialieedsérie:
[ > series(sum(1/k"2,k=1..n),n=infinity);

1 1
1, 1,2 11 3 [1
“f-—t——-—+— il
6 n n2 6n3 n5 n6

| Suites récurrentes:

Type u(n+1)=f(u(n)):
Exemple:u(0) =-1,u(n+1)=coqu(n)), calcul deu k ) pourk=1,2,..,15.

> f:=x->cos(x):n:=15:u[0]:=-1:
for k to n do u[K]:=evalf(f(u[k-1])) end do:

| On peut représenter graphiquement la convergentzesigte en construisant une liste T formée
des points (u(0),0) , (u(0),u(1)) , (u(2),u(X)u),u(?)) , etc...

> T:.=array(1..4*n,[u[0],0,u[O],f(u[O])]):

for k from 2 to 2*n-1 do
T[2*k+1]:=T[2*K]:
if is(k,0dd) then T[2*(k+1)]:=evalf(f(T[2*k+1])) else
T[2*(k+1)]:=evalf(T[2*k+1])
end if

end do:

T:=convert(T,list):U:=NULL:

for k to nops(T)-1 by 2 do
U:=U,[T[K], T[k+1]]




end do:

U:=plot([U],color=blue):G:=plot({f(x),x},x=-1.3..1. 3,scaling=con
strained):plots[display]({G, U}, title="point fixe du

cosinus",view=[-1.3..1.3,-1.3..1.3));

point fixe du cosinus

AN

-0.51

1

' Type u(n+ 1) =f(u(n), v(n)) v(n+1) = g(u(n), v(n)):

Exemple:u(0) = 1, v(0) =4,u(n+ 1) =4/u(n) v(n),v(n+1) :w
> u[0]:=1:v[0]:=4:n:=15:
forktondo
u[k]:=evalf(sqrt(u[k-1]*v[k-1])):V[K]:=(u[Kk-1]+Vv[ k-1])/2
ens do:
- Typeu(n+2)=f(u(n+1), u(n)):
Exempleu(0)=0,u(1) =4, u(n+2) :«/u(n) +u(n+1) .
> u[0]:=0:u[1]:=4:n:=15:
for k from 2 to n do u[k]:=evalf(sqrt(u[k-1]+u[k-2] )) end do:

| Résolution de récurrenceavec la fonctiomsolve

| Une suite arithmétique de raison -3:
[ > restart:rsolve(w(n+1) = w(n)-3,w);

L w(0) - 3n
. Une suite géométrique avec condition initiale:
(> rsolve({w(n+1)=w(n)/3,w(0)=-7},w);



3

-7 =

L 3

| La suite de Fibonacci:

[ > rsolve({fib(n+2)=fib(n+1)+fib(n),fib(0)=0,fib(1)=1} fib);

0 e v e |
, ~1+4/5 1+4/5

| Séries numériques:

Somme d'une série de Riemann convergente:
> sum(1/k"2,k=1..infinity);

Tt

t La série harmonique est divergente:
[ > sum(1/k,k=1..infinity);
00

t Calcul de la somme d'une série de fonctions
[ > Sum(sin(x)"k,k=1..infinity)=sum(sin(x)"k,k=1..infin ity);

_sin(x)
Z sm(x) sin(x) - 1

| Le packaggowseriescontient des fonctions mettant en jeu les sénésres:

Consulter les pages d'aide m®vseriegpour plus de précision.

> with(powseries);

[compose evalpow inverse multconst multjply negative pdwaalvcos powcreate

powdiff powexp powint powlQg powpgly powsin powsolve pawggotient, reversion
L subtract template tpsforin
[ > sh := evalpow( sinh(x) ): tpsform(sh, x, 9);
1, 1

5 1 7 9
X+-X + X +__——X +0O(X)
6 120 5040

INTEGRATION:

Le calcul des primitives et des intégrales sedwagic la fonctionnt .
Syntaxesint(expr , X) et int(expr, x=a..b).

> Int(x/(x*4+1),x)=int(x/(x*4+1), x)'
# équivaut a Int(x/(x*4+1),X) : % = value(%);




X

d ———1 tar 2)
X arctanx
X4+1 2

[ > Int(x/(x"4+1),x=0..1) : % = value(%);

| Intégrale généralisée convergente:
[ > Int(x/(x4+1),x=0..infinity) : % = value(%);
X 1
) dx=—m
X +1 4

L 0
| Intégrale généralisée divergente:
[ > Int(exp(X)/x,x=1..infinity) : % = value(%);

eX

—adx=o0
X

L 1
| Le packagenttrans contient quelques outils pour la transformationtdtrales.
Consulter les pages d'aideid&ranspour plus de précision.

> with(inttrans);
[addtable fourier fouriercos fouriersin hankel hilbert fourier,invhilbert, invliaplace
invmellin, laplace mellin savetable

La transformée de Laplace de f est définiel—'par:fj(t) e(_S v dt.
0

"> laplace(sin(omega*t), t, s);
W

S+

| Quelques outils du packagtudent:

> with(student);

[ D, Diff, Doubleint, Int, Limit, Lineint, Product Sum Tripleint chgavar, completesquare
distance equate integrand intercept intparts leftboxslait, makeproc middlebox
middlesum midpoint powsups righthox rightsum showtangénpson slope summand
trapezoid

Changement de variables dans les intégrathangevar(eq , intégrale , u)
egest I'équation du changement de variable de tadx)=g(u) , intégraleest l'intégrale
etu la nouvelle variable d'intégration :




> J:=Int(V/((t"2+1)*sqgrt(1-t°4)),t=0..1);

1

t
J:= dt
(P+1)4/1-t*
0

S changevar(t*2=u,J,u):% = value(%);
1
1

1 1
= du=>
2(u+1)4/1-12 2
0

| Intégration par partiesavec la fonctiomtparts(intégrale,u), u est le facteur a dériver.

> J:=Int(x"2*arccos(x),x):intparts(J,arccos(x));

3

1 2 1 X q
—arccogx - |———F7—=dx

"> J:=value(%);

J ::%)arcco$x) f—éxz«/l—xz —5—23«/1—x2

| METHODES D'APPROXIMATION D'INTEGRALES:

METHODE DES RECTANGLESON découpe [a,b] en n intervalles de méme longueur
extrémité gauche :
représentation avdeftbox(expr,x=a..b,n), calcul avedeftsum(expr,x=a..b,n)

extrémité droite :
représentation aveghtbox(expr,x=a..b,n), calcul aveaightsum(expr,x=a..b,n)

point médian :
représentation aveuniddlebox(expr,x=a..b,n), calcul aveeniddlesum(expr,x=a..b,n)

i METHODE DES TRAPEZEScalcul avedrapezoid(expr,x=a..b,n)

| METHODE DE SIMPSONCcalcul avesimpson(expr,x=a..b,n) avecn pair.

2
| Exemple:avec f:x — e( X
[ > middlebox(exp(-x"2),x=-1..1,20);middlesum(exp(-x"2) x=-1..1,20);

evalf(%);




1080604 O 02040608 1
X

L ie[—[—;—g+l/loij]

10 i=0
1.494261756

[ > evalf(trapezoid(exp(-x"2),x=-1..1,20));
L 1.492421592

> evalf(simpson(exp(-x"2),x=-1..1,20));
1.493649896

| Calcul d'intégrales doubles ou triples:

> Doubleint(x"3*y-x"2-y*x,x=-a..a,y=-b..b):%=value (%) ;

" 3 4 3
X y—xz—yxdxdy:—ga b

-b -a

S > Tripleint(x*y*z*sin(x+y+z),x=0..Pi,y=-Pi..Pi,z=0..P 1):%=value(%)

TU ATT AT
fJ nyzsin(x+y+ z)dxdydz:8T[—21T3
0

-t 0

[ EQUATIONS ET SYSTEMES DIFFERENTIELS:

Equations du premier ordrBtAPLE sait résoudre directement les équationype tlassique
- linéaire - avec facteur intégrant - séparablembgene - résolue en x - de Bernoulli - de Clairaut
- de Riccati .

. ., (=)
Equationy' + 3y =

> restart:eq:=diff(y(x),x)+3*y(x)=exp(-x):dsolve(eq,y (x));

1 )
y(X) = (5 ey _Clj g

| _C1 désigne une constante réelle arbitraire.

| La méme avec la condition initiayg0) = 1.5
|




[ > dsolve({eq,y(0)=1.5},y(x));
1 -
y(X) — (5 e(2x) + 1) e( 3X)
i Les solutions y(x) ne sont pas directement utilessben assignant la solution a y(x) on peut
utiliser le résultat , par exemple pour représeleecourbes intégrales :

> assign(dsolve(eq,y(x))):y:=unapply(y(x), _C1,x);

1 (2x “ax
y:=(_CL %) - (Ee(z )+_01] e Y
"> plot({seq(y(_C1,x),_C1=-3..3)},x=-5..5,y=-20..20);
2 4

=104

L -20-
| On peut préciser des options de résolutiexplicit (pour tenter d'exprimer la solution comme
fonction explicite de la variable)series(chercher les solutions sous forme de séries)

> eq:={diff(z(x),x)+z(x)*cos(x)=1,z(0)=1}
dsolve(eq,z(x));dsolve(eq,z(x),series);

X
Z(X) = e(_Sin(X)) J eSin(U) du + e(—Sin(X))

0

7(X) = 1+1x3—ix4+0(x6)
6 24

La fonctionodeplotdu package plots permet de représenter les sadutfioine équation
différentielle :

> with(plots,odeplot):
p:= dsolve({D(z)(x) = z(x),z(0)=1}, z(x),type=numer ic):
odeplot(p,[x,z(x)],-2..2,title="Fonction exponentie lle");




Fonction exponentielle

Equations du second orddAPLE sait résoudre directement les équationg/ge tlassique
- linéaire - d'Euler - de Bessel .

Equationy" +y +y=t
> restart:eq2:=diff(y(t),t$2)+diff(y(t),t)+y(t)=t;

2:= (d_z t J-'_(E t j+ )=t
7 eq2:= dtzy( ) | * g YD | +y() =
"> dsolve(eq2,y(t));

- 1 - 1
y(t) = e( Lz sir(a«/gtj _C2+ e( Lz co{aﬁtj _Cl-1+t

t La méme avec conditions initiales:
[ > dsolve({eq2,y(0)=0,D(y)(0)=-1},y(1));

- 1 - 1
Y(t)=—e( L2 sir(a«/gt]«/g+e( Lz cos{a«/gtj—lﬂ

Les options de résolution sont les mémes qu'aéadd

Systémes différentiels:

Exemple:résoudrec=x-2y , y=2x+3y . Représenter la solution vérifiax{0)=0 ety(0)=1.

> restart:sys:=diff(x(t),t)=x(t)-2*y(t),diff(y(t),t)= 2*x(t)+3*y(t)
dsolve({sys}{x().y(O))

(x(t)=e" (_Clsin(4/31)+_C2cogy/3 1)),

y(t) :%e‘z” (- Clsin(4/3t)— Clcog+/3t)4/3 - C2cogy/3t)+ C2sin(+/31)4/3)}

S > p:=dsolve({sys,x(0)=0,y(0)=1},{x(t),y(t)},numeric):
with(plots):odeplot(p,[[t,x(D)],[t,y(D)]],-1..2);




204

=201

-40-

-60-
| Résolution d'égquations aux dérivées partielles:

[ > edp:=y*diff(U(x,y),x)+x*diff(U(x,y),y)=0;

0 0
edp:= y(& U(X, y)j + x(& U(x, y)j =0
> pdsolve(edp,U(x,y) );
, U(x y) = _FL-x+y)

I _F1 désigne une fonction arbitraire de classe A& gariable-x? + Ve

Travail dirigé 7:

| =)

Soit f la fonction définie pour tout réet0 par f(x) = x !

1° Etablir les singularités de la fonction f etifiér sa continuité.

2° Etudier les limites de f aux bornes des intdegatomposant Df.
Quelles est I'asymptote de la courbe Cfde f ?

3° Calculer f k) et étudier son signe ( on aura recours a undifnauxiliaire g ).

4° Représenter la courbe Cf.

5° Etudier la dérivabilité du prolongement par cauté de f aux points O et 1.



