CHAPITRE 5: POLYNOMES ET
FRACTIONS RATIONNELLES

POLYNOMES:

[ > restart;
| Un polyndmea le typepolynom, et peut avoir plusieurs variables :

> Pi=-T*X+5*X"2+75*X"3;Q:=x*(2*X-3*y)"2*(X-y);
P:=-7x+5x +75%

, Q:=x(2x-3y)* (x-y)

[ > type(P,polynom),whattype(P),whattype(Q);

true, +,*

' nops(P)donne le nombre de termes selon la forme , dépémpu factorisée , de P :

> nops(P),nops(Q);
L 3,3
' op(P)donne sous forme de séquence les termes ou tesifade P :

> op(P);o0p(Q);
7%, 5%, 75X
i X, (2x=3y)’, x-y
| Coefficients , degré , valuation:

Les 2 syntaxes sont eéquivalentes:
> coeff(P,x"3);

L 75
[ > coeff(P,x,3);

L 75
| Obtenir tous les coefficients de P (valable lorsguest sous forme développée)
[ > coeffs(P);coeffs(Q);

575 -7

Error, invalid argunments to coeffs
"> coeffs(expand(Q));
I -16, 21, -9 4
| Coefficient du terme de plus haut (de plus basjéleg
[ > lcoeff(P),tcoeff(P);
I 75, -7
[ > lcoeff(Q,y),tcoeff(Q,y);




L -9 X, 4%

. Degré et valuation:

{ > degree(P),degree(Q,x),degree(Q,y);
3,43

{> Idegree(P),ldegree(Q,x),ldegree(Q,y);

1,10

FONCTIONS SUR LES POLYNOMES:

| quo(P,Q,x,'r") : quotient de la division euclidienne de P pan@rijable x , 'r' (optionnel)
variable non assignée recevant le reste .
> quUO(X"5-1,x"2+x+1,X, 'I');r;
=¥ +1
L -2-X
| rem(P,Q,X,'q'"): reste de la division euclidienne de P par Qialde x , 'q' (optionnel)

variable non assignée recevant le quotient .
> rem(x"5-1,x"2+x+1,X, 'q");q;

-2-X
I X =x+1
- Discriminant:
> discrim(x*3+a*x+b,x);
~4a°-27b°

[ Evaluer, ordonner, transformer un polynéme:

> subs(x=1+2*,y=1,Q);

L -15+ 51
| Ordonner Q selon les puissances décroissantes de y:
[ > sort(expand(Q),y);

I -Ox Y +21x°y - 16Xy +4x*
| Développer:
[ > expand((x-3*y+a)*(1-a"2+x+y));
I X-x&+x-2xy-3y+3ya -3y +a-a+ax+ay
. Regrouper les mondmes de I'expression en l'indétéama :
[ > collect((x-3*y+a)*(1-a"2+x+y),a);
! &+ (~x+3y) &+ (1+x+y) a+(x=3y) (L+x+Y)
_ Mettre P sous la forme de Horner:
[ > P;H:=convert(P,horner);
—7Xx+5X + 75X

I H:=(-7+(5+ 75x) X) X
[ > with(codegen,cost);

L [ cosf
. Ce qui est moins colteux en opérations:



[ > cost(P),cost(H);

L 2 additions+ 6 multiplications 3 multiplications+ 2 additions
. Factoriser sur le corps Q des rationnels
[ > factor(x"3+x"2+x+1);

(1+x) (X +1)

ﬁ Normaliser:
[ > normal((4*x-3)"2+x-1);

16X —23x+8

RACINES ET FACTORISATION DES POLYNOMES:

| Valeur approchées des zéros réels ou complexedsnlee:
> P:=x"3+x+1:fsolve(P);

-0.6823278038
> fsolve(P,x,complex);

-0.68232780380.3411639019- 1.1615414000.341163901% 1.161541400

| Localiser les zéros réels dans un intervalle dguear voulue , ici 10"-3 , aveealroot :
> realroot(P,0.001);
H-Ggg -349H
L 1024 512
| Calcul des zéros aveolve(P):
> solve(x"4+1);

1 1 1 1 1 1 1 1
5 2+5I 2’5|[_5ﬁ’_5[_5|[’_5| 2+£ﬁ

| Par la fonctiorfactor, on peut factoriser s ou sur le corps induit par les coefficients :
> factor(x"4-1);
(x=1) (x+1) (X +1)
> factor(x"3-1*x-1+1);
—(x+1)(—x+1+1)(x+1)

| Pour obtenir la factorisation compléte:

factor(P,{a,, a,,...0,}) autorise Maple a factoriser P sur un corps contdeamombres
algébriques

ay, O,,...0,

> factor(x"4-1,1);

i —(x+ 1) (=x+ 1) (x+1) (x—-1)
[ > factor(x"3-x"2+2*x-2);

(x—-1) (¢ +2)



[ > factor(x"3-x"2+2*x-2,{l,sqrt(2)});

, (x=42 1) (x+4/21) (x-1)

| On peut aussi utilise®plit, qui donne une factorisation compléte :
> with(PonnomiaITooIs Split):P:=Split(x*4-1,x);
=(x+RootOf_Z°+1)) (x—1) (x— RootOf_Z*+1)) (x+1)
RootOfdeS|gne ici toute racine du polynéme _Z2+1, ort geuplifier I'écriture en
utilisantalias:
> alias(alpha=RootOf(_Z"2+1)):P;
(x+a)(x-1) (x—a)(x+1)
[ Pour calculer les valeurs possibles de alpha :
> allvalues(RootOf(_Z"2+1));

| La fonctionrootsdonne les zéros avec leur ordre de multiplicité:

x>+ 1 n'a aucun zéro sur Q:
> roots(x"2+1);

[]
[ On calcule ses zéros sur le corps Q(l) induit parcbefficients:
> roots(x"2+1,1);

i [[-1, 1], [1, 1]]

FRACTIONS RATIONNELLES : de type ratpoly

[ > F.=(2*x"2+x-3)"2/(x"4-1);numer(F),denom(F);

_ (2x2+x—3)2
o x-1
L (2x2+x—3)2,x4—1
[ > simplify(F);
(2x+3) (2X +x-3)

A+ X+ 1

| Factorisation sulR ou C:
factorisation sur IR:
> factor(F);

(2x+3)*(x-1)
(x+1) (¢ +1)

ﬁ factorisation sur C:
[ > factor(F,I);

(x-1) (2x+3Y
(x+1) (x=1) (x+1)




| retour a la forme normale:
> normal(%,expanded);

4x3+8x2-3x-9

A+ X+ 1

Décomposition en éléments simples sur IR ou C:

convert(F,parfrac,x) décompose en éléments simples la fraction ratitefedn I'indéterminée

convert(F,parfrac,x,{a, a,,...a.}) autorise Maple a décomposer sur un corps contégsnt

nombres algébriques, a,,...a,

. Décomposition sur IR:

[ > convert(F,parfrac,x);
1 . -12+ 5x

L x+1 X2 +1
. Décomposition sur C:
[ > convert(F,parfrac,x,l);

2 6l > +61

2 2 1

4+ - -

L X+ | X+ x+1

Exercice corrigé 5;

Ex 5.1 Décomposer en éléments simples suy pRis sur C , la fractioR

(> F=1/(xM+1);

S convert(F,parfrac,x);

4

L X +1

| F n'est pas décomposée. Voyons les racines du didstenn:
[ > {solve(denom(F))};

t On obtient la décomposition sur IR par:
[ > convert(F,parfrac,x,sqrt(2));

1,1 1 -1 -1 11 1
{Eﬁjlf,—gf—gl Z,EII—EI,—EI 2+§ﬁ}



1
1 —2+x«/§ Z(2+Xﬁ)

- +
4% -x[2+41 4xq2+1

. On obtient la décomposition sur C par:

[ > convert(F,parfrac,x,{l,sqrt(2)});

e e (e ()
L _2x—ﬁ+ﬁl_Zx—ﬁ—ﬁl+2x+ﬁ—«/§|+2x+ﬁ+ﬁl

| Ex 5.2 SoitP = X(X - 1)(X-2)(X-3).
| Montrer que les zéros du polyndme démvéont 3 termes consécutifs d'une suite arithmétique

> Pr=X*(X-1)*(X-2)*(X-3):dP:=diff(expand(P),X);
dP:=4X>-18X*+22X -6

31 33 1

7 zeros.{z,zw/g+2,2 > 5}
| On trie les éléments de la liste par ordre croisssmrt ne fonctionnant pas ici :
[ > tri:=proc(L::list)
local x,y,Z;
Z:=L;
for x to nops(Z)-1 do

for y from x+1 to nops(Z) do

if evalf(Z[y]-Z[x])<0 then Z:=subsop(x=Z[y],y=Z [x],Z) end
if;

end do;
end do;
Z,
| end proc:
[ > zeros:=tri(zeros);

> zeros:=[solve(dP)];

3 1 31 3
= ==24/5,, 245+
zeros {2 V55505 2}

, e S
On calcule les écarts entre 2 termes consécudifeajson est?:

> for k to nops(zeros)-1 do print(zeros[k+1]-zeros|[k] ) end do;
1
= ﬁ
2
1
275




Travail dirigé 5:

| TD 5.1:
X6

Soit la fraction rationnell& définie par F = 5
(XP+1) (X+1)°

1° La décomposition de en éléments simples dans IR(X) s'écrit :
bX+c dX+e f g
2 + 2 + + 2
X+l (x2yq)y X+1(X+1)
On réduit les fractions compos@htiu méme dénominateur et on identifie les
numérateurs de et deG. En déduire les valeurs déb,c,d,e,f,g

G:=a+

| 2° Calculer la décomposition dfeen éléments simples dans C(X) .

| TD5.2:
Soit P un polynéme de K], s'écrivant sous la forme :
n
P(x) = Z a, X¢
k=0

L'algorithme de Horner permet d'écrirecPgous la forme :
P(x) =((((a,x+a,_;) x+a,_ )X+ ...+ 3)x+a)x+a

Exemple:
Q::3x4+2x3—x2+2x+1
Q=(((3x+2)x-1)x+2)x+1

Ecrire une procédure PolyHorner(®) , permettant d'écrire B)(sous cette forme ,
P étant un polynédme donné dexK] x étant le nom de la variable .

NB: il est interdit d'utiliser la fonctiohornerde MAPLE .

Grace a la fonctionost, évaluer le colt en opérations nécessaires paluer Q et
PolyHorner(Qx) , Q étant le polyndme donné en exemple .




